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Menestysta Kansainvalisistd matematiikkaolympialaisista

Hermanni Huhtamdki, Akseli Jussinmdki, Olli Jarviniemi, Roope Salmi, Nerissa Shakespeare

Vuoden 2019 Kansainvéliset matematiikkaolympialai-
set pidettiin Bathissa Iso-Britanniassa. Suomen jouk-
kueen jésenet olivat Juho Arala, Hermanni Huhtamé-
ki, Akseli Jussinméki, Olli Jarviniemi, Roope Salmi ja
Nerissa Shakespeare. Joukkueen johtajana toimi Lauri
Hallila ja varajohtajana Otte Heindvaara.

Suomen joukkueen suoritus oli poikkeuksellisen hyva.
Joukkueen yhteispistemédra oli paras yli kymmeneen
vuoteen ja suhteellinen sijoitus oli yksi parhaista vii-
me vuosikymmeneltd. Mitaleita tuli kaksi, hopeaa Olli
Jarviniemelle ja pronssia Roope Salmelle, ja kunnia-
maininnat myonnettiin Juho Aralalle ja Akseli Jussin-
méelle. Hopean lisdksi Jarviniemen suhteellinen sijoitus
oli Suomen historian paras.

Tehtava 1

Olkoon Z kokonaislukujen joukko. Méaaritd kaikki sel-
laiset funktiot f : Z — Z, etté kaikille kokonaisluvuille
a ja b pitee

f(2a) +2f(b) = f(f(a+1D)).

Tehtava 2

Piste A; sijaitsee kolmion ABC sivulla BC' ja piste
B; sijaitsee kolmion sivulla AC. Olkoon P piste janal-
la AA; ja Q piste janalla BB; siten, ettd PQ ja AB

ovat yhdensuuntaisia. Olkoon P, sellainen piste suoral-
la PBy, ettd B; sijaitsee aidosti pisteiden P ja P; vé-
lissé ja LZPP,C = ZBAC. Olkoon )y vastaavasti piste
suoralla QA; siten, ettd A; sijaitsee aidosti pisteiden
Q@ ja @ vilissé ja ZCQ1Q = LCBA.

Osoita, ettd pisteet P, @, P; ja Q1 sijaitsevat samalla
ympyrallé.

Tehtava 3

Sosiaalisessa verkossa on 2019 kayttdjiaa. Jotkut kéyt-
tdjapareista ovat ystavia keskenddn. Jos kayttaja A on
ystava kiyttdjin B kanssa, niin my06s kiyttdja B on ys-
tava kdyttdjan A kanssa. Seuraavanlainen tapahtuma
voi tapahtua toistuvasti, yksi tapahtuma kerrallaan:

Kolme kiayttajaa A, B ja C, joista A on ystava kayt-
tdjien B ja C kanssa, mutta B ja C eivit ole ystavia
keskenddn, muuttavat ystédvyysstatuksiaan siten, etta
B ja C ovat nyt ystévid keskendén, mutta A ei ole ys-
tava kayttdjin B eika kayttajan C kanssa. Muut ysté-
vyysstatukset pysyviat muuttumattomina.

Aluksi 1010 kayttdjalla on kullakin 1009 ystivid, ja
1009 kayttajalla on kullakin 1010 ystdvéa. Osoita, et-
td on olemassa sarja kuvatunlaisia tapahtumia, joiden
jalkeen jokainen kayttdja on ystdva korkeintaan yhden
toisen kéyttdjain kanssa.
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Tehtava 4

Etsi kaikki positiivisten kokonaislukujen parit (k,n),
joille

El= (2" —1)(2" —2)(2" —4)... (2" — 2" ).

Tehtava 5

Bathin pankki painaa kolikoita, joiden toisella puolel-
la on H ja toisella puolella 7. Harrilla on n taillais-
ta kolikkoa jarjestettynd jonoon vasemmalta oikealle.
Hén suorittaa seuraavan operaation toistuvasti: Jos ta-
san k > 0 kolikossa on H niakyvalld puolella, niin hin
kéantda k:nnen kolikon vasemmalta toisin pain; muus-
sa tapauksessa, kaikissa kolikoissa on 7" nékyvéalla puo-
lella ja hén lopettaa operaatiot. Esimerkiksi jos n = 3,
niin prosessi, joka alkaa muodostelmasta T HT', jatkui-
siTHT — HHT — HTT — TTT ja paattyisi kolmen
operaation jalkeen.

(a) Osoita, ettd jokaisella aloitusmuodostelmalla Harri
lopettaa dérellisen méarédn operaatioita jélkeen.

(b) Olkoon L(C) jokaista aloitusmuodostelmaa C' koh-
ti niiden operaatioiden lukumdiéréd, jotka Harri
suorittaa ennen kuin hén lopettaa. Esimerkiksi
L(THT) =3 ja L(TTT) = 0. Mé&érita luvun L(C)
keskiarvo, kun C' kay lapi kaikki 2™ mahdollista
aloitusmuodostelmaa.

Tehtava 6

Olkoon I sellaisen terdvikulmaisen kolmion ABC' si-
sddn piirretyn ympyran keskipiste, jossa AB # AC.
Kolmion ABC sivut BC, C'A ja AB sivuavat sen sisdan
piirrettyd ympyraéd w pisteissi D, E ja F (samassa jir-
jestyksessd). Suora, joka kulkee pisteen D kautta ja on
kohtisuorassa FF':n kanssa, leikkaa ympyran w jilleen
pisteessd R. Suora AR leikkaa ympyran w jélleen pis-
teessi P. Kolmioiden PCFE ja PBF ympari piirretyt
ympyrat leikkaavat jalleen pisteessé Q).

Osoita, ettd suorat DI ja PQ leikkaavat suoralla, jo-
ka kulkee pisteen A kautta ja on kohtisuorassa Al:n
kanssa.

Ratkaisu 1 (Hermanni Huhtamaiki)

Sijoitetaan a = 0, talloin:

f(f(a+0b))
f(£())-

f(2a) +2f(b)
f(0) +2f(b)

Sovelletaan tatéa alkuperdisen yhtélon oikeaan puoleen,
jolloin saadaan:

f(2a) +2f(b) = f(f(a+b))
f(2a) +2f(b) = f(0) + 2f(a+ D).

Olkoon lisdksi a = 1:

f(2)+2f(b) = f(0) +2f(1 +b)
2f(b+1) = 2f(b) = f(2) + f(0)

flo+1) - ) = 12O

Koska funktion méaérittelyjoukko on vain kokonaislu-
vut, se on edellisen yhtélon perusteella lineaarinen eli
muotoa f(n) = kn + [, jossa k ja | ovat kokonaislu-
kuja. Sijoitetaan tdma alkuperdiseen yht&loon, jolloin
saadaan:

f(2a) +2f(b) = f(f(a+D))
k(2a) +1+2(bk +1) = f(k(a+b) +1)
2ak + 1+ 2bk + 21l = f(ak + bk +1)
2ak 4 20k + 31l = k(ak + bk + 1) +1
2ak + 20k + 31 = ak? + bk* + 1k + 1.
Eli edelleen sievennettyna:
ak(2—k)+bk(2—k)+1(2-k)=0
(2 —k)(ak +bk+1) =0.
Jotta tAmé toteutuisi, pitéisi olla a) 2 — k = 0 tai b)
ak+bk+1=0.

a) 2—k = O:sta saadaan, ettd k = 2 ja l:n arvolla ei ole
merkitysté eli f(n) = 2n + [, jossa | on mika tahansa
kokonaisluku.

b) Jotta ak + bk 4+ | = 0 toteutuisi, pitéisi olla k = 0,
koska [ ei voi muuttua, mutta a ja b voivat, joten niista
tulisi pddsta eroon. Siispé ainoa ratkaisu on k =1=0

eli f(n) =0.
Ainoat ratkaisut ovat f(n) =2n+1ja f(n) =0.

Ratkaisu 2 (Nerissa Shakespeare)
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Konfiguraatiosta tullaan 16ytdméén paljon janneneli-
kulmioita ja ympyr6itd, joten ympérysympyrén piirta-
minen saattaa valaista tilannetta. Maaritellidn muuta-
ma piste aluksi. Olkoot pisteet Ay ja By suorien AA;
ja BB; toiset leikkauspisteet kolmion ympéarysympy-
ran kanssa. Olkoot pisteet R ja S suorien By P ja A1Q
leikkauspisteet suoran AB kanssa vastaavasti.

ABAyBy on selvasti jannenelikulmio, koska kaikki sen
kérjet ovat kolmion ABC ympérysympyralla. Yhdiste-
tddn tdméa janan P annetun yhdesuuntaisuusehdon
kanssa, mistd saadaan, ettd PQAyBy on jannenelikul-
mio.

Tehtdvinannon kulmaehtojen /PP,C = ZBAC ja
/0@Q1Q = ZCBA seurauksena SBQ.C ja ARCP,

ovat jdnnenelikulmioita.

Loytyneista jénnenelikulmoista motivoituneena ha-
luamme tietenkin kokeilla pisteen potenssia. Sovelle-
taan pisteen potenssia pisteille A; ja By:

AC-AB=A0Q,- A8 = A, A- AL Ay
B.C-BiA=B\P,-B,R= BB B By.

Ylemmasté yhtalostéd saadaan

ANA1SA ~ NAT A
= éAlQlAO = lAlAS = lApo,

eli PQApQ1 on jannenelikulmio. Tehdéén sama alem-
malle pisteen potenssista saadulle yhtéalolle:

AB,PiBy ~ AByBR
= ZBlplBo =/ZB1BR = ZBlQP

Vastaavasti saadaan, ettd PQP; By on jannenelikulmio.

Lopputuloksena PQAyQ:1 ja PQP;By ovat jannene-
likulmioita. Yhdistettynd aiemmin saatuun tulokseen
"PQAgBy on jannenelikulmio” saadaan, ettd P; ja Q1
ovat samalla ympyrélla kuin P ja @, ja todistus on val-
mis. O

Ratkaisu 3 (Olli Jarviniemi)

Seuraava ratkaisu on samanhenkinen kuin ratkaisuyri-
tykseni kilpailun aikana, mutta todistukseen on tehty
tarvittavia muutoksia ratkaisun korjaamiseksi.

Muutetaan ongelma verkkoja koskevaksi: ihmiset vas-
taavat solmuja ja kaaret ystédvyyssuhteita. Komponen-
tiksi kutsutaan joukkoa solmuja, joista jokainen on
yvhteydessé toisiinsa joidenkin, tarvittaessa useampien,
kaarien kautta. Lisdksi tietysti vaaditaan, ettd kaikki
talla tavalla saavutettavat solmut kuuluvat kyseiseen
komponenttiin, eli jokainen solmu kuuluu tdsmalleen
yhteen komponenttiin.

Tavoitteena on tehdé operaatioita, jonka jdlkeen ver-
kossa jokainen komponentti on enintdén kahden sol-
mun kokoinen. Huomaamme, etta operaatioita voi teh-
dé aina vain adrellisen monta kappaletta, koska verkon
kaarien maérd pienenee jokaisen operaation toimesta
yhdell&.

Aloitetaan helpolla lemmalla:

Lemma 1. Verkossa on alunperin vain yksi kompo-
nentti.

Verkkoja, joissa on vain yksi komponentti, kutsutaan
yhtenaisiksi.

Todistus. Tehddan vastaoletus: verkossa on vahintdan
kaksi komponenttia. Talloin verkon pienimmaéssé kom-
ponentissa on enintddn 1009 solmua, mutta nyt té-
mén komponentin solmujen asteiden tulisi olla enin-
tddn 1008. Ristiriita. O

Tehdéén verkolle mielivaltaisesti joitain kuvatunlaisia
operaatioita. Milloin “havidmme”, eli milloin verkkoon
ei voida tehd& mitdén operaatioita, mutta jonkin kom-
ponentin koko on vihintddn 37 Témé tapahtuu aina-
kin silloin, kun kaikki komponentit ovat ns. taydellisia
verkkoja, eli komponentissa kaikki solmut ovat suoras-
sa yhteydessa kaikkiin muihin solmuihin. Osoittautuu,
ettd tdméa on ainoa tapa havita:

Lemma 2. Jos verkossa G on vdhintidn yksi kom-
ponentti, joka ei ole taydellinen, voidaan sithen tehdd
vield vahintddn yksi operaatio.

Todistus. Ilman yleisyyden menettédmistd voidaan olet-
taa, ettd G on yhtendinen — muuten tarkastellaan ver-
kon G epéataydellistd komponenttia. Lisdksi voidaan
olettaa, ettd |G| > 3.

Olkoon A jokin verkon G solmu, jonka aste on alle
|G| — 1. Olkoon Z jokin solmu, johon A ei ole yhtey-
dessi. Koska A ja Z kuuluvat samaan komponenttiin,
on olemassa polku A=Vy - Vi - Vo — ... >V, —
Vikt1 = Z, joiden kautta péédsee solmusta A solmuun
Z. Valitaan niistd poluista lyhin mahdollinen. Péatee
k > 1, koska A ja Z eiviat ole yhteydessd toisiinsa.
Nyt solmun Vi, naapurit Vi_; ja Vi4; eivit ole yhtey-
dessé toisiinsa, ja voidaan suorittaa operaatio solmuille
Vi, Vi1, Vier1). O

Miten paddytdan tilanteeseen, jossa jokin komponent-
ti on tdydellinen? Kolmen kokoisiin komponentteihin
voidaan paatya syklien kautta: n solmua sisédltavissa
syklissé ainoa mahdollisuus on siirty&d n — 1 solmua si-
saltavaan sykliin, kun n > 4. Kolmen kokoisessa syklis-
sé ei ole endd mitddn tehtdvad, ja peli on menetetty.

Véhintdan neljan kokoiseen tdydelliseen komponenttiin
siirtyminen voidaan estdd hyvin luonnollisella ideal-
la. Tutkitaan komponenttia C, joka on n > 4 sol-
mua sisdltava taydellinen verkko. Millainen operaa-
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tio on tehty viimeisend, jotta on saatu muodostet-
tua C? Ainoa mahdollisuus on verkko C’, jossa on
solmut Vi,...,V,q1, ja jossa V; ja V; on yhdistet-
ty kaarella kaikilla 1 < ¢ # j < n poislukien pari
(Va—1, V). Liséksi V,,11 on yhdistetty solmuihin V;,
ja Vi,_1. Verkkoon C péédstddn suorittamalla operaa-
tio solmuille (V,,41, Vi, Viu—1). Tamé voidaan kuitenkin
estdd tekemdlld operaatio solmuille (V,,—2,V,i—1, Vy).
Koska n > 4, verkko pysyy yhtenéisené, eikd endé voi-
da padtyd n solmua sisaltavaan taydelliseen verkkoon.

Viimeinen kriittinen huomio on, ettd kolmen kokoisen
komponentin muodostuminen voidaan estda sailytté-
maélld jokaisessa vahintddn kolmen kokoisessa kompo-
nentissa paritonasteinen solmu (huomaa, ettd operaa-
tiot eividt muuta solmujen asteiden parillisuutta).

Ndilld ideoilla saadaan muodostettua seuraava algorit-
mi tehtavan ratkaisemiseksi.

1. Aloitetaan verkosta G, jossa on 1010 solmua, joiden
aste on 1009, ja 1009 solmua, joiden aste on 1010.

2. Valitaan jokin verkon G yhtendinen komponentti C,
jonka koko on yli 2. Jos téllaista ei ole, lopetetaan
algoritmi.

3. Tehdéén komponenttiin C' operaatio, joka toteuttaa
seuraavat ehdot:

e ( jakautuu enintddn kahdeksi komponentiksi.

e Muodostuneet komponentit ovat joko enintédin
kahden kokoisia, tai ne siséltdvit paritonasteisen
solmun.

e Muodostuneet komponentit eivit ole vdhintdan
kolmen kokoisia tdydellisid komponentteja.

4. Palataan kohtaan 2.

En&a tulee todistaa, ettd kohdan 3 mukainen operaatio
voidaan tehda.

Tutkitaan komponenttia C'. Valitaan jokin sen solmu
R, jolla on pariton aste. Maaritellain So = {R}, S
olemaan niiden solmujen joukko, jotka ovat solmun R
naapureita, ja rekursiivisesti S olemaan niiden solmu-
jen joukko, jotka ovat jonkin joukon Si_; solmun naa-
pureita, mutta jotka eivdt kuulu mihinkéd&n joukoista
So,51, - -+, Sg—1. Jokaiselle joukon Sy solmulle V' méé-
ritellddn sen vanhemmaksi olemaan jokin sellainen sol-
mu P € Sj_1, jonka naapuri se on. Jokaisella solmulla
V' # R on siis tasan yksi vanhempi.

Olkoon T verkko, joka saadaan yhdistdmélla A € C ja
B € C jos ja vain jos A on solmun B vanhempi tai toi-
sinpain. Verkko T on puu, eli siin ei ole syklejé. (Tek-
nisemmin termein: teemme juuresta R leveyshaun ja
muodostamme tdmaén avulla verkon C virittdvin puun

T.)

Olkoon k suurin luku, jolla Sy # . Puun T korkeudek-
st madritelladn k£ + 1. Jos A on solmun B vanhempi,

kutsutaan solmua B solmun A (yhdeksi) lapseksi. Jos
solmulla A ei ole yhtdan lasta, kutsutaan sitd puun leh-
deksi. Solmua R kutsutaan puun juureksi.

Tutkitaan kahta tapausta:

Tapaus 1. Puun T korkeus on 2. Toisin sanoen R on
naapuri kaikille verkon C solmuille. Koska C' ei ole algo-
ritmin toiminnan vuoksi téydellinen, on olemassa sol-
mut A, B # R, jotka eivit ole yhteydessé toisiinsa,
mutta jotka ovat yhteydessd solmuun R. Jakaudutaan
kahteen osatapaukseen:

Tapaus 1.1. Jommankumman solmuista A ja B aste
on yli 1. Talléin voidaan suorittaa operaatio solmuil-
le (R, A, B), jolloin puu T siilyy yhtendisend, ja titen
my6s C sdilyy yhtendisenA.

Tapaus 1.2. Molempien solmuista A ja B aste on 1.
Télloin voidaan suorittaa operaatio solmuille (R, A, B),
ja komponentti C' jakautuu kahteen komponenttiin,
joista toisen koko on 2. Solmun R sisdltdvissd suurem-
massa komponentissa on paritonasteinen solmu R. Jos
tdma ei johda siihen, ettd solmun R sisdltdvd kompo-
nentti on vahintddn kolmen kokoinen téydellinen verk-
ko, olemme valmiit. Muussa tapauksessa voidaan valita
jokin solmun R lapsi D, jonka aste on vahintdan 2, ja
operaatio voidaan tehd4 solmuille (R, A, D). Nyt tilan-
ne on kuin tapauksessa 1.1.

Tapaus 2. Puun T korkeus on vihintddn 3.

Olkoot solmun R lapset Vi, Vo, ..., V..

Tapaus 2.1. ¢ = 1. Olkoot W1, Ws, ..., W, solmun V
lapset. Mik&an solmuista W; ei ole yhteydessd juureen
R, joten voidaan tehdi operaatio (Vi, R, W;). Jos verk-
ko pysyy yhtenéisend, hyvé. Jos ei, niin muodostuneet
kaksi komponenttia C; ja Cy ovat seuraavanlaiset: C
sisaltda solmun W;, solmun W; lapset, solmun W; lap-
senlapset ja niin edelleen, seké solmun R. Komponentti
Cs sisdltdd loput komponentin C' solmuista.

Koska komponentissa C' on yksi paritonasteinen solmu
(nimittdin R), tulee sielld olla toinenkin, koska tunne-
tusti verkon paritonasteisten solmujen mééra on paril-
linen. Jos m > 2, voimme edellé valita indeksin ¢ niin,
ettd Cy sisiltdd paritonasteisen solmun. Jos m = 1,
niin komponentti Cs tulee sisdltdméin vain solmun V;.
Tama kelpaa myos.

Vield pitdd varmistaa, ettei valintojen seurauksena
synny vahintddn kolmen kokoisia tdydellisid verkko-
ja. Mikali verkko sdilyy yhtendisend tai siitd pois-
tuu vain solmu Vi, niin viite seuraa huomaamal-
la, ettei R ole yhteydessd lapsenlapsiinsa. Jos taas
erotamme komponenttiin Co kaikki paitsi yhden sol-
mun V; lapsista W; ja komponentti C'; muodostaa
tédydellisen verkon, ovat solmun V; kaikki muut lap-
set Wi,...,W;_1,Wi41,...,W,, yhteydessé toisiinsa.
Muutammekin alkuperdistd suunnitelmaa ja teemme
operaation solmuille (R, W;, W;), missd j # i. Ei ole
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vaikeaa ndhda, ettd verkko pysyy yhtendisend eikd
muutu taydelliseksi verkoksi.

Tapaus 2.2. ¢ > 2.

Koska puun T korkeus on vihintddn kolme, on olemassa
lapsi V;, jolla on vahintdéan yksi lapsi. Tutkitaan kahta
tapausta.

Tapaus 2.2.1. Vi ja V; oval naapureita jollain j # i.
Olkoon L jokin solmun V; lapsi. Voidaan tehda ope-
raatio solmuille (V;, R, L), ja puu T séilyy yhtenéisena.
Syntynyt verkko ei tietenkéén ole taydellinen.

Tapaus 2.2.2. V; ja V; eivit ole naapureita millddn

j#L

Kaikilla 1 < j < ¢, j # i voidaan suorittaa operaatio
(R,V;,V;). Kuten tapauksessa 2.1, verkko voi pysyé yh-
tendisend, mika on hyvé, tai siihen syntyy kaksi kom-
ponenttia Cy ja Cy: C sisdltéd solmut V; ja Vj, niiden
lapset, niiden lapsenlapset ja niin edelleen. Cs siséltda
loput solmuista. Ja kuten tapauksessa 2.1., voidaan j
valita niin, ettd C7 sisdltdd jonkin paritonasteisen sol-
mun, ja saamme mitd haluamme. Voimme myo6s vas-
taavasti estda tdydellisen verkon syntymisen.

Tapauskasittely osoittaa, ettd aina voidaan tehda sopi-
va valinta algoritmin askeleessa 3. Olemme siis valmiit.

Kommentti. Kilpailun aikana minulla oli pitkalti sa-
manlainen idea kuin esitetyssad ratkaisussa: koetetaan
valtella taydellisid verkkoja ja sykleja, tutkitaan leveys-
haun avulla luotua virittdvad puuta, ja koetetaan sii-
lyttad verkko yhtendisend tai lohkaista siitd vain pieni
pala pois tutkimalla eri tapauksia. Leveyshaku + virit-
tdva puu -idea tuli mieleeni kisakoodauksen puolelta.

Kuten ratkaisussa esitettiin, vahintddn neljéan kokoinen
taydellinen verkko voidaan valttaéd naiivisti peruutta-
malla viimeinen operaatio ja tekemalld jotain muuta.
Kilpailussa ajattelin, ettd vastaava idea toimisi myos
sykleille. Nédin ei kuitenkaan ole. Tutkitaan viiden ko-
koista verkkoa, joka koostuu kahdesta kolmiosta: solmu
A on yhteydessa solmuihin B, C, D ja E, ja lisdksi sol-
muparit (B, C) ja (D, E) on yhdistetty kaarilla. Talloin
kaikki operaatiot johtavat viiden kokoiseen sykliin.

Huomataankin, ettd jos komponentissa on vain paril-
lisasteisia solmuja, ja siind on vahintdén kolme solmua,
niin olemme jo hédvinneet: voittamiseen vaadittaisiin,
ettd jokainen solmu saataisiin erotettua muista. Mil-
td ndyttéisi viimeinen operaatio? Se vahentédéd kaarien
maéaérad yhdelld, eli kaarien méarédn tulisi alunperin ol-
la yksi, mutta talldin mitdan siirtoa ei ole mahdollis-
ta tehdé. Siispa paritonasteiset solmut ovat oleellisessa
osassa ratkaisua, mutta en huomannut téata kilpailun
aikana.

Ratkaisu 4 (Akseli Jussinmiki)

Vastaus: Ainoat sopivat parit ovat (1,1) ja (3,2).

Ratkaisu: Ideana on tutkia, kuinka monta kertaa yh-
talon eri puolet ovat jaollisia kahdella, ja osoittaa, etta
kun k valitaan niin, ettd molemmat puolet ovat yhta
monesti jaollisia kahdella, on vasen puoli aina oikeaa
suurempi riittdvan suurilla muuttujien arvoilla. Muok-
kaamalla tehtdvanannon yhtalon oikeaa puolta saadaan

(2" —1)(2" —2)(2" —4)... (2" — 2" 1)
=(2"-1)-2-(2""t—1)-22. (2" 2—1).....2n" L (21 —1)
— 2" )2l = 1)L (21— 1),

Nain saadaan helposti selville, kuinka monesti alkupe-
rdisen yhtélon oikea puoli on jaollinen kahdella. On
helppoa huomata, tai voi tietda jo valmiiksi, ettd lu-
vun k kertoma on aina jaollinen kahdella alle k kertaa.
Kilpailussa tdma olisi pitdnyt todistaa, joten todiste-
taan se tassa.

Olkoon v2(a) suurin kakkosen potenssi, joka jakaa lu-
vun a.

Lemma 1: vy(k!) < k kaikilla k.
Todistus: On tunnettua, etté

ker-

too, kuinka monta lukua yhdestd k:hon on jaollinen

k
kahdella, {ZJ kertoo, kuinka monta lukua yhdesta

k
Kaava tunnetaan Legendren kaavana. Siini LiJ

k:hon on jaollisia neljilld, ja niin edelleen. Kun 2¢ > k,

niin {—ZJ = 0, eli voidaan ottaa d&retén summa. Sitd

voidaan arvioida ylospédin poistamalla lattiafunktiot:

i=1 =1 i=1

S.

Téaten saatiin v (k!) < k, eli lemma 1 on todistettu.

Nyt tieddmme melko tarkasti, kuinka monesti annetun
yhtélon puolet ovat jaollisia kahdella. Yritin tdméan j&l-
keen vertailla puolien vo-arvoja ja kokoja, mutta yrityk-
set kaatuivat virheisiin ja paddyin vertailemaan myos
eri puolien vs-arvoja. Témén ldhestymistavan sain toi-
mimaan, ja sain tehtéavésta 6/7 pistettd, missé yksi pis-
te ldhti siitd, ettd en todistanut lemmaa 1. Toinen 1a-
hestymistapa on kuitenkin oikein tehtyna paljon hel-
pompi ja nopeampi, joten esitdn téssd, miten tehtdvin
saa ratkaistua sitd kayttdmalla.

Jotta annettu yhtdlo pétee, tdytyy molempien puolien
olla jaollisia kahdella yhtd monta kertaa. Koska oikea
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-1
puoli on jaollinen kahdella % kertaa, tulee lem-

n(n—1)

man 1 nojalla olla k£ > . Osoitetaan, ettd yh-

tdlon vasen puoli on oikeaa suurempi, kun n > 6. Ar-
vioidaan yhtélon oikeaa puolta ylospéin:

(2" —1)(2" —2)(2" —4)... (2" 2" 1) <

Kéydédan tapaus n = 6 erikseen. Haluamme, etté
n(n —1) 2
—|I>2"
(F7=)=2

eli ettd 15! > 236, Tylsilld suoralla laskulla saadaan
15! = 1 307 674 368 000 > 10'2. Lukua 23 voidaan nyt
arvioida mukavasti:

236 — (23)12 — 812 < 1012.

Tapaus n = 6 on niin kayty. Kédydaan sitten lapi ta-
paus n > 7. Hyodyntamalld edellistéd kohtaa saadaan

(@)!:15!.16.17...7%”7—1>>

mD 15 _ 92n(n—1)—24

2%0.16" >

Tamé& on suurempi kuin 2”2, kun
2n(n — 1) — 24 > n?,
eli
n?—2n—24>0,

mikéa péatee, kun n > 7. Siis

k> (@)' >on s
(2" —1)(2" —2)(2" —4)... (2" — 2" 1),

kun n > 7. Enéda tarvitsee kdyda lapi tapaukset n =
1,2,3,4,5.

Merkitadn annetun yhtélon oikean puolen arvoa O,:
n =1: O; =1 = 1!, mikd antaa yhden vastauksen.
n = 2: Oy = 6 = 3!, mikd antaa toisen vastauksen.
n=3:5=120 < O3 = 168 < 720 = 6.

n =4: 7' = 5040 < O4 = 20160 < 40320 = 8!.

n = 5: 10! = 3628800 < O5 = 9999360 < 39916800
111

Kaikki tapaukset on nyt kayty lapi, ja yhtalon toteut-
tavat parit (k,n) ovat (1,1) ja (3,2).

Tehtava 5 kisaajan silmin (Roope Salmi)

Jannitysté ilmassa, kuten kuuluukin. Urheiluhallin vé-
rikds katsomo ja jiljelld olevasta ajasta muistuttava
kellonaytto paasevat valilla haritseméaan keskittymista.

Uskon saaneeni paivdn “helpoimpaan” tehtdviin, eli
tehtévian 4 joitain hyvid ideoita, mutta en vaan saa yk-
sityiskohtia toimimaan. Pa&dtéin siirtya seuraavaan teh-
tdvadn. Poytd on pieni, joten joudun jarjesteleméan pa-
pereita tovin. Jokaiselle tehtavélle toivotaan suttumer-
kinnétkin erikseen merkityilld papereilla, koska niiden
perusteella voidaan joskus antaa pisteité.

Silmaéillessani kaikkia tehtdvid alussa, tehtdva 5 herat-
ti innostusta, koska se muistutti kovasti tietotekniikan
tehtéavia. Siis sellaista, jonka voisin jopa osata ratkais-
ta. Aloitin tietotekniikan kilpailujen parissa ja olen har-
joitellut niitd varten paljon. Antti Laaksonen kirjoit-
tikin kyseisestd tehtavéasté tietotekniikan nakokulmas-
ta (Solmu 3/2019), mutta esitdn tdssd oman ratkaisu-
ni. Itsevarmuutta lisdéd aiempi onnistuminen lukion val-
takunnallisen matematiikkakilpailun viimeisessé tehté-
vassd, joka oli myos tietotekniikan tehtdvéin tyylinen.
Kukaan muu ei saanut tehtavésté silloin taysia pistei-
té.

IMO-bréandatyn juomapullon kloorinhajuinen hanave-
si alkaa olla haaleaa. Ensimméisen koepdivian jéilkeen
oivalsin, ettd juomapullo olisi kannattanut tuoda kisa-
halliin vajaana, jotta siihen olisi sitten voinut pyytéia
lisdé, ehkd vdhdn miellyttdvampéda juomavettd valvo-
jilta, "the invigilators”. Taméa padsi kuitenkin tdndin
unohtumaan.

Tehtévéssa on kaksi osaa, joten luultavasti helpomman
(a)-kohdan ratkaisu on iloksi myos (b)-kohdan kans-
sa. Paatan olla pohtimatta jalkimmaistd kohtaa ennen
kuin osaan ratkaista ensimmaéisen kohdan, huolimatta
siitd, ettd (b)-kohdan ratkaisu johtaisi suoraan myos
(a)-kohdan ratkaisuun.

Kokemus antaa jo monta havaintoa: Kolikkorivid voi
ajatella binddrimerkkijonona. (TA&méa tekee tehtavésta
erityisen kotoisan tuntuisen tietotekniikan kannalta.)
Prosessin padttyminen aina tarkoittaisi, ettd kolikkori-
vit muodostaisivat puurakenteen, jossa kaaret vastaa-
vat yhden operaation tekemista.

Térkein ensihavainto on kuitenkin se, ettd prosessi
muistuttaa usein itseddn pienemméssd tapauksessa.
Esimerkiksi jos viimeisessd kohdassa oleva kolikko on
T, kidyttaytyy prosessi kdytdnnossa tdysin samalla ta-
valla, kuin jos kolikkoja olisikin n — 1 ja viimeinen ko-
likko unohdettaisiin (tapaus 1). Tami siksi, ettd T-
kolikko lopussa ei lisédd summaan k mitdén, eiké se kos-
kaan voi kdantyd H-kolikoksi, koska jotta olisi kK = n,
kaikkien kolikoiden téytyisi olla H-puoli ylospéin. Té-
maé vihjailee hyodyntamaéaén induktiota kolikoiden méa-
ran suhteen.

Toinen mielenkiintoinen induktiivinen havainto 16ytyy
tapauksesta, jossa jonon ensimméinen kolikko on H
(tapaus 2). Tami ensimmaéinen kolikko voi kddntya
vasta, kun k = 1, eli kaikki muut kolikot néyttavat
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T-puolta. Huomataan, etté loppu kolikkojonosta kayt-
tédytyy itse asiassa jilleen samalla tavalla kuin tapaus
n — 1, koska alun H lisdd aina summaan k yhden, ja
lopun kolikkojonon indeksit alkavat yhtd mychemmin,
luvusta 2. Nojaten induktio-oletukseen loppu kolikko-
jono on lopulta pelkkéd T:té, jolloin ensimmaéinenkin
kolikko kaéntyy T':ksi, ja prosessi padttyy.

1 2 3 ... n
H 7 7 .07
\l, (induktio-oletus)
H T T ... T
T T T ... T

Evaana oli suklaakeksejd ja Alpen-patukoita, jotka os-
timme ennen ensimmaistd koepaiviad kampuksen mar-
ketista joukkueen kanssa. Osoittautui, ettd suklaakek-
sit eivét olleet niin hyvid kuin luulin. Muuta ei kuiten-
kaan ole, joten mutustelen niitd. Onneksi kilpailuun ei
tultu herkuttelemaan.

Yritan yleistdd ideaa. Oikeastaan jonon alussa voi olla
miké tahansa méard m H-kolikoita, ja loppu jonosta
kayttdytyy samaan tapaan kuin n — m pituinen kolik-
kojono. Paddyn kuitenkin siihen tulokseen, ettd tdméa
tai muut vastaavat temppuilut eivéit auta, vaan on jar-
kevampad keskittyd suoraviivaiseen induktioon, jossa
riittda redusoida tapaus yksittaisten kolikoiden verran
pienempédn tapaukseen.

Tassd kohtaa auttaa eristdd mahdolliset tapaukset toi-
sistaan. Olemme jo késitelleet tapaukset, joissa jono on
muotoa ”...T” tai "H ...”, joten jiljelle jaa tapaus,
jossa jono on muotoa ”T'... H” (tapaus 3). Samanlais-
ta ideaa soveltaen, jonon ensimméinen kolikko ei voi
kédntyd ennen kuin kaikki keskelld olevat kolikot ovat
T-puoli ylospéin. Viimeinen kolikko ei my6skéddn voi
kéddntyd ennen ensimmaistd. Siispéd téssd tapauksessa
jonon keskella tapahtuu ensin prosessi koolla n — 2, al-
kaen indeksista 2, koska alueen ulkopuolella on yksi H.
Tamén jalkeen ensimmaéainen kolikko kdéntyy. Enta sen
jalkeen? Tieddmme nyt kaikkien kolikoiden asennot, jo-
ten prosessi voi edetd vain yhdelld tavalla. On helppoa
nahdé, ettd kolikot kdadntyvat vuorotellen alusta lop-
puun, kunnes kaikki kolikot ovat H-puoli ylospéin. Sen
jalkeen kolikot kédntyvit vield kerran vuoroillaan lo-
pusta alkuun, ja prosessi paéttyy. Esimerkki prosessin
kulusta neljan pituisella jonolla:

2
707

N~
|~

\l, (induktio-oletus)

NS mamN
NN IENS
NNNRIRSS
NRSNDT oy

On pientd aihetta juhlaan: (a)-kohta vaikuttaisi ole-
van ratkaistu. En mene asioiden edelle, vaan kirjoitan
ratkaisun vastauspaperiin ennen (b)-osaan siirtymis-
ta. Jalkikédteen katsottuna tdma oli ajanhukkaa, ottaen
huomioon kuinka samanlainen koko tehtévan ratkaisu
olisi. Puhtaaksi kirjoittaessa joutuu kuitenkin kdyméan
kaikki yksityiskohdat tarkasti lapi, joten parempi pe-
lata varman péélle.

(b)-kohdasta tulee heti mieleen kilpaohjelmoinnista
tuttu "dynaaminen ohjelmointi”. Téssd yhteydessé hyo-
tyéd on siité, ettd on kokemusta rekursioyhtéléiden muo-
dostamisesta ja kasittelysta.

Maaritelldan funktio f, jolla

|Cl=n

eli kaikkien pituutta n olevien kolikkojonojen operaa-
tioiden yhteismaéra.

Lopullinen vastaus, eli keskiarvo tulee olemaan %,
mutta arvelen, ettd suora summa on helpompi muo-
dostaa.

(a)-kohdan induktio antaa hyvin luonnollisen ldhto-
kohdan rekursioyhtélon rakentamiselle. Pastelldan nyt
operaatioiden maara jokaiselle tapaukselle erikseen:

Tapaus 1: ”...T”. Tésséa tapauksessa jokaisella jonol-
la prosessi kédyttaytyy samoin kuin jos pituus olisi n—1.
Operaatioita kertyy siis yhteensa f(n — 1).

Tapaus 2 eli "H...” oli vield helppo kisitelld (a)-
kohdassa, mutta nyt kahdesti laskemisen valttamiseksi
on méarittava erikseen, ettd jonon viimeinen kolikko
on H. Epétoivossa ehdin jo epdilld, ettd en ole lahellé-
kéadn toimivaa ratkaisua tehtdvdén. Vahén pidemmén
hetken péhkailyn jialkeen tajuan, ettd pituutta n — 1
olevista jonoista ne, jotka paittyvit H-kolikkoon, saa-
daan poistamalla ne, jotka edustavat tapausta 1.

Tapausta 1 edustavien jonojen operaatioiden yhteis-
méérd on pituudella n—1 tdsmalleen f(n—2). Operaa-
tiota tehdéan siis f(n—1)— f(n—2) kertaa kolikkojonon
loppupéille, jonka jélkeen ja& vield ensimméisen koh-
dan H. Eri alkuperiisid yhdistelmia C', jotka vastaavat
tata tapausta on 2772, silli ensimméinen ja viimeinen
kolikko on kiinnitetty. Jokaiselle naistd yhdistelmista
tehdddn yksi operaatio, joka kdadntdd ensimmaéaisen ko-
likon. Yhteensi saadaan f(n — 1) — f(n — 2) + 2" 2.

Tapaus 3: "T ... H”. Téssa kasitellddn ensin keskella
oleva pituuden n—2 alue, jonka jilkeen kaikki alun n—1
T-kolikkoa kddnnetdédn. Lopuksi jokainen kolikko k&an-
netddn lopusta alkuun T:ksi. Taméa tekee n — 1 +n =
2n — 1 operaatiota. Eri yhdistelmii on jéilleen 2772, jo-
ten operaatioita on yhteensd f(n —2) +2""2(2n — 1).
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Néama kolme tapausta ovat kaikki erillisi, ja ne katta-
vat kaikki mahdolliset kolikkoyhdistelmét. Siispd néi-
den summa on operaatioiden yhteisméara pituudella n.
Rekursiokaava sievenee muotoon

fln)=2f(n-1)+

Se, ettd f(n — 2)-termi sievenee kokonaan pois, on mu-
kava yllatys.

Pohjatapauksena f(1) = 1, silla L(T) = 0ja L(H) = 1.
Kaavan todistus toimii my6s tapauksessa n = 2, jos hy-
vaksytddn tyhjén jonon vaatimien operaatioiden maé-
raksi f(0) =0

n Iy,

Kilpailun aikana taisin avata rekursiokaavan téssa
muodossa, mutta on helpompi vaihtaa keskiarvoon tés-
sé kohtaa. Olkoon

g(n) = fQ(Z)

2%g(n) = f(n).
Korvataan tdma rekursioyhtaloon:

2"g(n) =2-2""tg(n—1)+2""'n

n

zg(n—l)—FE.

g(n)

Téasta nahdéaédnkin, koska g(1) =
aritmeettinen summas.

Vastaus on siis "2:".

Saatuani vastauksen selville ympyréin lausekkeen sut-
tupaperista, ihan varmuuden vuoksi. Ratkaisun puh-
taaksi kirjoittamisessa menisi vield oma aikansa. Olin
kuitenkin tyytyvdinen ratkaisuun, enemmén kuin en-
simméisen kilpailupéivédn tehtdvéan 1 ratkaisuun, johon
kdytin turhan paljon aikaa. Evdiden syonnin ja urheilu-
hallin pihalle tuoduissa WC-vuokraperakarryissa kayn-
nin jélkeen siirryn takaisin tehtdvadn 4 optimistisin
mielin.

Ratkaisu 6 (Hermanni Huhtamiki)

e

A / A
7 ZA%\

Koko kuva.

Ratkaisun yleisend suunnitelmana on osoittaa, etta pis-
teeseen A suoralle AI piirretyn normaalin ja suoran
DI leikkauspiste (olkoon L) on samalla suoralla P:n ja
@:n kanssa. Tatd varten méaéritetdan kolmioiden BF P
ja CEP ulkoympyroéiden keskipisteet ja osoitetaan, et-
ta keskipisteiden vélinen suora on kohtisuorassa suoraa
PL vasten.

A

Konstruktion vathe 1: sisidnpiirretty ympyrd sekd pis-
teet R ja P.

Ratkaistaan tehtédva kéyttden kompleksilukuja. Olkoon
kolmion ABC sisdympyré kompleksitason keskelle piir-
retty yksikkdympyrd. Talloin I sijaitsee origossa (ts.
I =0+ 0i) ja pisteet D, E ja F' ympyran kehalla. Ol-
koot nyt D = z, E = y ja F' = z. Valitaan lisdksi
pisteiden F ja F' paikat ympyralld siten, ettd niiden
kautta piirretty suora kulkee reaaliakselin suuntaises-
ti. Tadma voidaan tehda kiertdmaélla kuviota I:n ympéri
(ks. vaiheen 1 kuva).

Lasketaan seuraavaksi pisteen R esitys kompleksilu-
vuin. Pisteiden E ja F tulo yz on —1, koska ne si-
jaitsevat yksikkoympyrén pisteen —i suhteen symmet-
risesti (niiden vaihekulmien summa on 540° = 180° ja
pituuksien tulo 1-1 = 1). Siispd —yz on 1. Koska teh-
tdvidnannon mukaan suora DR on kohtisuorassa suo-
ran E'F suhteen ja molemmat pisteet sijaitsevat yksik-
koympyralld, on R- D = 1 (vaihekulmat yhté suuret,
mutta vastakkaismerkkiset ja pituudet ykkosi), jolloin
R =2 =1 Kun edelliset tiedot yhdistetdién, saadaan

D
— —Y=
R=k,

A:n kompleksilukuesitys saadaan F:n ja F:n avulla. Ol-
koon K janan EF keskipiste, joka on y+z . Yhdenmuo-
toisten kolmioiden IEK ja IEA avulla saadaan, etté
|[IK|-|ITA| = 1. Koska sekd A:m ettd K:n vaihekulma

on —90°, A-K = 1. Siispii A= L = ( ) 2
koska y ja z ovat yksﬂ{koympyrall 7 i z=1
Nyt
2 2 2yz
A = = = a = .
st EE y+z? Y+ 2
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T&ll6in A:n ja R:n avulla saadaan niiden kanssa samal-
la suoralla oleva P.

On tunnettua, ettd mitkd tahansa kolme kompleksilu-
kua a, b ja ¢ ovat samalla suoralla jos ja vain jos

c—a c—a

= . 1
c—b <c — b) (1)
(Ks. esimerkiksi Evan Chenin kirja Euclidean Geomet-
ry in Mathematical Olympiads, lemma 6.6, s. 100.)

Pitdisi 10ytda sellainen suoralla AR oleva piste P, jo-
ka on yksikkéympyralla (eli jolla P = %) Sovelletaan
kaavaa 1 pisteille A, P ja R, jolloin saadaan, etté

A-P <A — P> A-3
= =—2%
A—-R A-—R A— 5
Sievennetadn yhtalo puolittain. Aloitetaan vasemmalla
puolella. Nyt

A-P _A-P ( A-R
A-R A-R A-R
A-P-(A-R)
B
i B2 D
T TA-R

Tehdéén vastaavalla tavalla oikealle puolelle. Tuloksek-
si tulee

A- %_1 A-3-(A-%) _ . &7
=14 S 1+ £ 2
A-1 A-1L A-1L

Yhdistetddn saadut tulokset ja vdhennetddn ykkoset
puolittain, jolloin saadaan

R-P_3-%
A-R  A-L°
Kerrotaan ristiin nimittéjilla:
(R—P)A- 1) = (A= R)(% — ).
R R P
Kerrotaan viela RP:1la:
P(R—P)(AR—1)=(A—-R)(P - R)
P(-1)(P-R)(AR—-1)=(A—-R)(P—R).

Supistetaan P — R pois:

Sijoitetaan A:n, A:n ja R:n paikalle niille lasketut arvot
ja sievennetaan.

2yz  —yz 2zyz + yz(y+z)
P y+z T _ z(y+2) z(y+z)
Tl vzl 2 z(ytz)  —2uz
x Ytz z(y+z) z(y+z)
_ 2wyztya(y+2) _ yz(2r+y+2)

r(y+2)+2yz  2yztaly+z)

A

Vaihe 2: Ympyrit PCE ja PBF ja niiden leikkaukset.

Olkoon piste Op kolmion BF' P ulkoympyran keskipis-
te. On tunnettua, ettd keskipiste saadaan lasketuksi
kaavalla

P PP 1| |P P 1
Op=|F FF 1|/|F F 1 (2)
B BB 1| |B B 1

(ks. esimerkiksi Evan Chenin kirja Euclidean Geomet-
ry in Mathematical Olympiads, lemma 6.24, s. 108),
jossa P:n, F:n ja B:n paikalla voisi tietenkin olla min-
kéd tahansa kolmion kérkipisteet, jonka ulkoympyran
keskipistetté lasketaan. Koska P ja F' ovat yksikkoym-

pyrilli, P- P = P-4 =1 ja F - F = 1. Liséksi Bn
arvoksi voidaan laskea B = 21’2 (vertaa A:m arvon las-

kemiseen). Sijoitetaan pisteiden arvot kaavaan 2:

P 1 1 P P11

Op=| # 1 /] = 27 1.
2rz 4rz 2zz 2 1
r+z (z+2)2 4z T+z

Lasketaan ensiksi osoittajan arvo. Aloitetaan kertomal-
la alin rivi (z + 2)%:1la:

P 1 1
z 1 1
2xz dzz 1
z+z (z+2)2
1 P 1 1
= —— z 1 1
(+2) 202(x +2) 4wz (14 2)?

Lasketaan determinantti. Aloitetaan positiivisista vi-
noriveistd ylavasemmalta alaoikealle ja sitten jatketaan



Solmu 1/2020

25

negatiivisiin:
- r42)% 4+ 2zz2(x + 2 222
T (z+2)? (P(z+2)" 4 222(x + 2) + 4
— P(4zz) — 2(x + 2)* — 2z2(x + 2))
——— x+2)° + dzz® — P(dz2) — 2(z + 2)°
~wrap Ptz +dee” = Pldwz) —z(w +2)7)

1 2
=t (P =2@t2) + (== P)dez)

1 ) )
=m~((1’—z)(az + 222 + 2°) — (P — 2)(4x2))
_;' —2)(x?® — 2wz + 22
T (z+2)? (P —2)( 222 + 27)
(P22

(x+2)2

Siirrytddn nimittdjin arvon laskemiseen. Kerrotaan
alin rivi x + z:lla:

P P11 1 p p1 1
z 271 = z 271 1
% Tiz 1 Ttz 2xz 2 T+ z

Lasketaan determinantti vinoriveittédin ja otetaan teki-
joiksi P, & ja 2:

1 P 2
= < (x+z)+ﬁ+22
r+z z P
z2(x+2) 22z
_op_ T ) 20E
P z)

_ 1 ~P<$+22)+1
T+ z z P

(2zz — z(x + 2)) + 2(z — J;))

1 Tr—z
= P — (2 —2%) = 2(x —
x+z< p, —l—P(xz z%) —2(x z))
1 P
—x+z~<z(ac—z)+P(m—z)—2(x—z)>
r—z (P =z
x+z<z+P )
T —2z E+i_2Pz
x+z\Pz Pz Pz
_x—2z (P—2)?
x4z Pz

Yhdistetdén saadut osoittajan ja nimittdjan arvot ja
supistetaan (z — z), (x + 2) ja (P — 2):

(P—z2)(x—2)? , (x—z (P—2)?
O = (z + 2)2 /(x+z Pz )
r—z r—z2 Pz

/P—z:

x4z Pz x—l—z.P—z
-z z x—z 1
r+z 1-% x4z -4

Sijoitetaan P:n paikalle sille aiemmin laskettu arvo:

Tr—z 1
Op :x +z "1 2yzta(yte)
z yz(2z+y+z)
Tr—z 1
:gg + z " yQRatytz) _ 2yzta(yta)
yz(2z+y+z)  yz(2x+y+z)
x—z yz(2z +y+ 2)
x4z yrty+2) — (2yz +ay +w2)
r—z yz(2x +y+ 2)
Ti+2z 2ey +y? + 2y — 2yz — xy — x2))
-z  yz(2r+y+2)
Ta4z ay+y:—yr—az

T&amé sievenee vield hiukan muotoon
x—z yz(2zx +y+2)
r+z (y—2)(r+y)’

Vastaavasti saadaan kolmion CEQ ulkoympyrin kes-
kipisteeksi

Op =

v—y yzx2z+y+z)
vty (z-y)@+z2)

Oc¢ =

Kun ndmé vdhennetdén toisistaan, saadaan

Op — O¢
-2ty +e) (- yye@ety+2)
(@+z2)y—2)(=z+y) (+y)z-y)@+z)
(x—2)yz2x+y+2)+ (z —y)yz(2x + y + 2)
(@+2)(y —2)(=+y)
_yrety+2)((—2)+(x—y))
(@ +y)(z+2)(y—2)
:yz(2x +y+2)(2z—y—2)
(z+y)(z+2)(y —2)

Vaihe 3: Lopullinen kuva.

Lasketaan vield L, joka méaritellaan suoran Al pisteen
A kautta kulkevan normaalin ja suoran DI leikkauspis-
teend. Koska L kuuluu suoralle D, L:n vaihekulma on
puoli kierrosta suurempi kuin D:n vaihekulma, jolloin
% on reaalinen. Téstd seuraa, ettd L = x%, koska seké,
vaihekulmaksi ettd pituudeksi tulee oikea (L kierretééan
ensimmaéiselld x:114 jakamisella reaaliakselille ja toisella

alkuperdisen vaihekulman verran reaaliakselin toiselle
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puolelle. Pituuskin pysyy oikeana, koska x sijaitsee yk-
sikkdympyralld ja ykkoselld jakaminen ei sithen vaiku-
ta).

Liséksi tiedamme, ettd L — A kuuluu reaaliakselille. Té-
mé on selvad, silla I A on imaginaariakselin suuntainen,
jolloin A:n kautta piirretty L:n kautta kulkeva normaa-
li on reaaliakselin suuntainen, misté seuraa, ettd L:n ja
A:n imaginaariosat ovat yhtd suuret. Tieddmme my0s,
ettd y+ z kuuluu imaginaariakselille, koska y ja z sijait-
sevat symmetrisesti imaginaariakselin suhteen. Siispa

_ 2yz
LA Loy g
y+z  y+z

Kun puhtaasti imaginaarinen luku summataan sen liit-
toluvun kanssa, imaginaariosasta tulee nolla ja reaa-
liosa sdilyy nollana. Sovelletaan tété tietoa edelliseen
tulokseen:

L-A (L-AY_L-A L-4
- o

Y+ z y+z y+z +
_2yz L 2
y+z x? y+z
1 1
y+z v + >
L(y+2)—2yz  L(y+2)—2a°
y+z 22(y+z)
o zty
y+z i
 Lly+2z)—2yz  (L(y+ z) — 22?)yz
(y+2)? 2(y +2)(z + )

~ (L(y +2) = 2y2)2” + (L(y + 2) — 22°)yz
B 22(y + 2)?

Poimitaan erilleen L:n sisdltdvit termit (huom. L:n
puolelta supistetaan y + z ja toiselta puolelta z?):

Ly + 2)x? — 2yza® + L(y + 2)yz — 22%yz

' g+ o)
_ Lx? + Lyz  —2yz —2yz
P (y+2) (y + 2)?

La* 4+ Lyz  4yz
2y+z)  (y+2)*

Jaetaan L:n kerroin pois:

2 + Yz
Bk
_ (yz)a’(y +2)
(y + 2)*(2* + y2)
- dyza?
(Yt 2) (@ +yz)
Siten P — L
Y22 +y+2) 4x%yz
T2z taly+z) (@ +yr)(y+2)
yz(2r +y+2) 4x%yz

yztay+az (2 +yz)(y+2)

Yhdistetdédn jakolaskut, jolloin alakerraksi tulee
(y +2)(2® + y2)(2y2z + 2y + 22)

ja ylakerraksi
yz- ((21:—|—y+ 2)(2* +yz)(y+2) — 4x2(2yz—|—xy—|—xz)) .

Sievennetédn vield yldkerran loppuosaa (se pl. yz)
sellaiseen kertolaskumuotoon, ettd myohemmin jako-
laskua tehtdessd olisi mahdollista supistaa osa siité
pois. Seuraavissa vilivaiheissa tullaan kdyttdméan hah-
mottamista mahdollisesti helpottavia, matemaattisesti
merkityksettomia, sulkuja.

(22 4y + 2) (2 + y2)(y + 2) — 42*(2yz + xy + x2)
=2z +y + 2)(2%y + 2%z + y*2 + 2%y)

— 8z%yz — dxdy — 4232
=223y + 2232 + 2y%xz + 2222y + 2%y?

+ x2yz + y3z + y2z2 + x2yz + 2222

+ 222 + 2Py — 8xPyz — 42y — 422
= — (22%y + 2232 + 62%yz — 292z — 2270y

—a2y? - 2?2y B 2By

— ((22%y — 2%y? — 2%y2) + (2232 — 2?yz — 2°27)

+ 22%yz + 62%yz — 2wz — 222y — 22°%ay
— 2 — P2+ (22%0y — 727 - 2Py))
— ((22%y — 2%y? — 2%yz2) + (22%2 — 2%yz — 2?2?)

+ (82%yz — dy’wz — 42%xy) + (2yxz — 32 — 92 2?)
—2%y))
y — 2)(2%y + 2%z + dwyz + y?z + 2%y)).

+ (22%wy — Y222
— ((21- —
Kun tdma yhdistetdan alakertaan, saadaan P — L =

2z —y — 2)(2%y + 2%2 + y?2 + 2%y + dayz)

(v +2) (2% +y2)(2yz + 2y + 22)

—yz -

Tiedetdan, ettd kaksi suoraa ovat kohtisuorassa toisi-
aan vasten, jos ja vain jos niiden erotuksien jakolasku
antaa reaalisen tuloksen eli

OB_OCJr(OB_OC) _o.

P-L P—-L )

(Ks. esimerkiksi Evan Chenin kirja Euclidean Geomet-
ry in Mathematical Olympiads, lemma 6.5, s. 100.)

Lasketaan ensiksi vasemmanpuoleinen jakolasku; sijoi-
tetaan erotusten paikalle niille lasketut arvot, jolloin
ylhéélle tulee Op — O¢ =
yz2(2x +y+2)(2r —y — 2)
(z+y)(z+2)(y—2)

ja alhaalle jaa P — L =

2z —y — 2)(2%y + 2%2 + y?2 + 2%y + dayz2)

(v +2) (2% +y2)(2yz + 2y + 22)
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Sievennetéédn yz ja 2z —y— z sekd merkataan osat jako-

laskuun (huom! pilkottu kahteen osaan, jotta mahtuisi
palstalle):

Op —0Oc¢c
P-L

(2r+y+2)
(z+y)(z+2)(y —2)
(y +2)(a? + y2) 2yz + 2y + 22)
(22y + 222 + Y22 + 22y + dzyz)
Lasketaan edellisen liittoluku muistaen, ettd x, y ja z

ovat yksikkdympyrélld, jolloin niiden liittoluvut ovat
samat kuin niiden kadnteisluvut:

o) =i

joten voidaan laskea aluksi yla- ja sitten alakerran liit-
toluku. Yldkerraksi tulee

—(2z +y+2)(y + 2)(2® + y2)(2yz + 2y + 22)
2 1 1 1 1
=—|-+-+- -+ -
Ty oz y oz
1 1 2 1 1
-+ = —+ —+ —
T Yz yz Ty Xz
_ 2z +xz + 2y z+y
B TYz Yz
yz + 22 2x2yz + 222y + y2az
22z 22y222

= — (22 + 22 + oY)z + y)(y= + 2
(2a%yz + 22ay + y%z)) J/(z5y°25)
== (@y2 + w2+ 29)(z + y) (2 + 2

2z 4 2+ y))/(:c4y4z4)

ja alakerraksi

(@ +y)(z+2)(y—2)
(22y + 222 + y?2 + 22y + dayz)

) G2 6-3)
=(=+=)(z+2)(=-=
x y)\z z)\y =z
1 n 1 n 1 n 1 n 4
2y x%22  y?z 2%y ayz

() (5 ()

22z + 2%y 2Py +y’z i
zhyz Y323 Yz
_yH+a)z+a)(z—y) ((¢®2+ ny)(y?’z?’)ﬂ:yzJr
- x2y222 x5y5z5
(w'y2)(Py + yP2)oyz | Aaty2) (')
25525 25525
_yto)ta)z—y) ()
- x2y222 ;l:2y2z2
(=*)(2 +y)

dxyz
729222 +m2y222 :

Sievennetiin seki yli- ettdi alakerrasta x*y*z%, jolloin
ylos jaa

—Q2yz+az+ay)(z +y)(yz +2°) 2z + 2 + )
ja alas

(y+z)(z+2)(z—y)
((z +y)yz+ 2% (z+y) + 49:yz>.
Nyt suoritetaan yhteenlasku. Oletetaan, ettd suorat

ovat kohtisuorasti toisiaan vasten, jolloin pitéisi lauseen
3 mukaan olla

Op — O¢ Op—Oc\
P_L +( P_L )_O

eli

2z 4+y+2)(y + 2)(z? + yz)
(z+y)(z+2)(y—2)
' (2yz + zy + x2)
(22y + 222 4+ y%2 + 22y + dayz)
:_<_ (2yz + xz + zY)
(y+z)(z+2)(z—y)
Yy +a®)2z+ 2 +y) )
((z + y)yz +22(z +y) + dayz) )

Kerrotaan —(y + z)(z + z):114 ja jaetaan (z + y):1l4:

(22 +y + 2) (¢ +y2)(2yz + a2y + 22)
(y — 2)(2%y + 222 + y?2 + 2%y + 4ay2)
(2yz + 22 + xy)(yz +2°) (20 + 2 + y)
—(y = 2)((z + y)yz + 2%(2 +y) + dzy2)’

Jaetaan vield (2yz + xz + zy)(yz + 22) (22 + 2 + y):1l4
ja kerrotaan (y — z):1la:

1
(22y + 222 + Y22z + 2%y + daxy2)
1

(z+y)yz +22(2 +y) + dayz
1

22y + 222 + y22 + 22y + dayz
1

:zzy + 2z + 222 + 2%y + 4oy

Koska tdma pitdéd paikkansa, suora PL on kohtisuoras-
sa suoraa OpgO¢ vasten, kuten haluttiin. Siispd PL on
yvhdensuuntainen PQ:n kanssa, mistd seuraa, ettd P,
Q@ ja L ovat samalla suoralla, mikd todistaa tehtavin-
annossa esitetyn véiitteen oikeaksi.
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